EL TEMPERAMENTO DE NASSARRE:
ESTUDIO MATEMATICO

Revista de Musicologia XXII, 1 , _ Miguel BERNAL RIPOLL

Resumen: Se describe el temperamento para Grganos y claves descrito por Pablo Nassarre en su
Escuela Musica. Puesto que en dicho temperamento s6lo se indican cuatro terceras puras, se in-
tenta mediante razonamientos matemdticos determinar si posibilitaria el doble uso de las notas
SOL#-LAb y MIb-RE#,

NASSARRE'S TUNING A MATHEMATIC STUDY

Summary: This article analyses the tuning instructions for organ and key board descri-
bed by Pablo Nasarre in his Escuela Musica. Since in this work only four pure thirds are in-
dicated, I investigate by means of mathematical reasoning if such tuning allowed the dou-
ble use of notes SOL#-Lab arid Mib-RE#,

Introduccién.

Uno de los problemas que se presentan en la praxis de la muisica antigua
para tecla es el de la eleccién del temperamento adecuado. Entre 1500 y 1800,
a medida que avanza y se amplia la teorfa arménica, se buscan nuevas mane-

 ras de afinar los instrumentos de tecla. En cada momento el temperamento es

un compromiso. entre una afinacién ideal y su realizacién practica, debido a
la restriccidn que supone el que las teclas negras deban tener la doble funcién
de sostenidos y bemoles. Unas veces se preferird la pureza en la afinacién, pe-
ro otras se sacrificard ésta para tener la posibilidad del doble uso de las teclas
negras. Acertar con el temperamento adecuado serd importante para expre-
sar mejor el espiritu de la musica de un momento dado.

Especial problema presenta la miisica ibérica del siglo XVII. Por un lado
empiezan a aparecer mds alteraciones accidentales, principalmente RE# y

fip -
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Ab?, Por otro, la miisica sigue en muchos casos sin despegarse del todo de
\tiguos esquemas arménicos que parecen demandar una afinacién més
rrcana a la justa. En el clave hay una solucién sencilla: puesto que nunca se
nplean RE# y MIb en una misma pieza? basta con modificar la afinacién
irrespondiente a dicha tecla, lo que se puede hacer en un par de minutos.
. 1o entendiendo que en el 6rgano no se pueden corregir sencilla y reversi-
emente como en un clave la afinacién de las notas y que los instrumentos
- mteclas dobles para estas notas no serfan la generalidad, pensamos que en
ta época deberfa emplearse ya un sistema que permitiera el doble uso de

s teclas correspondientes a las notas citadas, es decir, que la tecla del Ml

rviera como RE# y la del SOL# como LAb3

El temperamento descrito por Fray Pablo Nassarre en su Escuela Miisica es
liz4s el 1inico descrito en nuestro pais después de los tedricos del siglo XVI
amos, Salinas). Aunque la Escuela Misica estd publicada en 1723, se supone
ncebida en el siglo XVII*, por lo que éste serfa el tinico temperamento que
nemos descrito para la miisica ibérica del periodo que podria comprender
época desde Bruna a Cabanilles. Puesto que Nassarre no especifica la mag-
tud exacta del temperamento de las quintas, podemos encontrar varias so-
ciones posibles. Dos cuestiones se nos presentan en este momento:

-;Podemos encontrar una formulacién més precisa de dicho temperamento?

-¢Es posible con las instrucciones de Nassarre encontrar una solucién pa-

ra disponer de RE# y LAb? :

Alo largo de este articulo intentaremos contestar ambas preguntas, para lo
& nos apoyaremos en la descripeién matematica del temperamento que se
duce de las instrucciones de Nassarre, y en los limites que puede tener la
. esafinacién” de los intervalos, principalmente las quintas y las terceras ma-
. res SI-RE# y LAb-DO., :

! Por gjemplo, €l 20 % de las obras de Cabanilles no serfan factibles en un instrumento afinado con
temperamento mesoténico cldsico. En 44 de sus 213 obras largas (tientos, diferencias y tocatas) se
izan notas no posibles en dicho temperamentd: en 29 aparece el RE#, en 15 el LAb, en 5 el jLA#! y

una el REb.

" ?Seglin el mismo Nassarre (Escuela Musica, parte I p. 316, Escuela Musica, parte II p. 360), en un to-
determinado sélo se pueden hacer tres sostenidos y un bemol: fa¥, do# , sol# y sib en los tonos sin
raciones en la armadura, Esto limita el sistema a s6lo once notas: do-do#—re-mi-fa-fa#t-sol-scl#-la-
sl En tonos con alteraciones en la armadura habria que trasponer esta situaci6n. Segin esta teorfa,
1ca coexisten notas enarmdénicas. Aungue algunos compositores de fines del siglo XVII (Cabanilles,
tba) empiezam.a transgredir esta norma, excediendo estos limites (es corriente llegar hasta un be-
. | mds}), nunca encentraremos en una misma pieza el Sol# y el Lap, el Re# y el Mip, etc.

* Parece un -poco rebuscado admitir que-en casos de templos en que habfa 'varios 6rganos, cada

y tuviera la particién de-un modo, de manera que uno permitiera el RE# y el otro el Mip, etc.

* Ver prélogo de Lothar Siemens a la edicién facsimil de 1980, por la Institucién Fernando el
6lico,
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A continuacién, transcribimos literalmente la descripcién de Nassarre pa-

ra hacer la particién de la octava, que se halla en el Capitulo XX ‘del .Libro v
de la Primera Parte de la Escuela Misica, “En que se trata de la afinacion de los
Organos en toda especie de caftuteria”:

“Para afinar un Organo, como se deve, despues de compuesta su, Cafiuteria,
podra observar el Artifice las reglas que diré. Ha de procurar, primera mente po-
nerlo en el tono natural, en el qual ha de poner el cafio del flautado, que le toca al se-
gundo gesolreut; contarzldo por la parte baxa del Organo; y en la suposic.ion que se les
ha de dar un poquito tnas de longitud & todos los cafios quando se fabr%can, seha de
ir alcorzando el que he dicho, hasta que vaya subiendo el tono, y est2 fino con el na-
tural. Y prosiguiendo todo el flautado (como el mas principal registro de toc%os) se
ha de afinar la quinta de gesolreut con &, que es delasolre, y despues que este fina to—
do lo possible, se ha de abaxar un poquito, de modo que no sea notable, y esta dili-
gencia se ha de hazer.en todas las demés quintas que despues se afinaren,
 Fino ya el cafio de delasolre, se ha de afinar con el mismo de gesolreut el de be{ube\-
mi blanco, que es fercera mayor. Despues se ha de afinar con delasolre (que quedd ya
afinado) su octava fizia baxo, y con este despues que este, su lercera mayor, que es el
sustenido de fefaut. A quien le siguira la quinta, que es alamirre, Con alamirre se ha de
afinar su tercera mayor, que es €l sustenido-de cesolfaut; y despues la quinta, que es ela-
mi, Con este se ha de afinar su octava por abaxo, para poder afinar despues su fercera
mayor, que es el sustenido de gesolreut.

Afinado ya todo esto, se ha de bolver.a gesolreut. que es el primero que se puso
en tono, y afinar su octava arriba con &l, con quien se ha de afinar despues su quin-
ta abaxo (que es cesolfiut el que esta en medio del Organo) subiendola cosa muy po-
ca, despues que est? fina. Con este cesolfaut se ha de afinar su quinta abaxo {que es
fefaut) subiendola como la otra un poquito, de modo que no sea notable. ¥ con esta
se ha de afinar el.otrc fefaut (que es su octava por arriba para poder despues afinar
su quinta por abaxo, que es el bemol de befabemi con quien se ha de afinar despues el
bemol de elami , que es su quinta por abaxo, y despues su octava.

Afinadas todas estas en la conformidad que he dicho , las demas se han de afi-

nar con sus octavas...”s,

Los pasos en la realizacién del temperamento son, pues, los siguientes:
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$ Respetamos la ortografia original. NASARRE, Pablo: Escuela de Misica. Primera parte. Libro IV.
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La nota negra indica la nota a partir de la cual se obtiene la nota blanca,
afinando o temperando (se omiten los saltos de octava necesarios). '
Resultado: ‘

- Cuatro terceras justas: SOL-SI, RE-FA#, LA-DO#, MI-SOL#.

- 11 quintas algo menores que justas, sin especificar la magnitud
de la reduccién. Siete se afinan directamente: SOL-RE, RE-LA, LA-MI, DO-S0L,
FA-DO, SIp-FA, MIb-SIb . Las otras tres resultan por la traslacién de las cuatro
primeras que se han enumerado una tercera mayor mas alta, al afinar por terce-
ras; SI-FA#, FA#DO#, DO#-SOL#. Una quinta méds queda también menor que
justa, como veremos més tarde: la quinta MI-5I, que resulta de afinar el MI des-
de el SOL por quintas (SOL-RE-LA-MI) y el SI como tercera justa del SOL.

-Una “quinta del lobo”: SOL#MIb, que acumulard la desafi-
nacién debida al temperamento de las quintas. .

En forma gréfica:

————= Terceras puras

------------------ Quintas estrechas

IRV, ¥ JE— Quinta dei lobo

[4]1.

Al no especificar Nassarre la magnitud de la desviacién de las quintas, ca-
ben diversas posibilidades. A lo largo de este articulo utilizaremos las ma-
tem4ticas para estaplecer las distintas soluciones al problema.

La quinta MI-SI? se ha formado afinando el SI como tercera pura del SOL,
y el MI como tercera quinta consecutiva desde el SOL (SOL-RE-LA-MI). Si hu-
biéramos afinado don quintas puras, la tercera SOL-S] seria pitagodrica, y por
Jo tanto una coma sinténica mayor que pura. Pero como hemos afinado esta
tercera pura, las quintas entre SOL y SI tienen que estar reducidas, para re-
partir la coma entré ellas. Las quintas SOL-RE-LA-MI se “abaxan un poquito”,
y consecuentemente la quinta MI-S estard temperada una coma sinténica me-
nos la suma de lo que hayamos temperado las quintas SOL-RE-LA-MI. Esto
encontrard su formulacién matematica mds adelante.

Como veremos més tarde, si las quintas se temperan exactamente 1/4 de
coma sinténica, obtendremos como solucién trivial el temperamento mesoténi-
co cldsico de terceras mayores puras, Para ello, basta comprobar que las terceras

- DO-MI, FA-LA, SIb-RE Y MIb-SOL son puras, y si esto no es as corregir las

quintas hasta que se cumpla. Sin'embargo, Nassarre no parece pretender mas
terceras puras, ni habla de corregir las quintas.

Cuantificacién deilos resultados

Vamos a formular las distancias al Sol de partida. Haremos los célculos en.
Cents$, lo que simplifica los cdlculos, pues trabajando con cents utilizamos s6-
lo sumas y restas. Por supuesto nos quedardn unas incognitas, que corres-
ponderéan a la magnitud del temperamento de las quintas.

Sea X la magnitud en cents de la 5 Justa, Y la 3° Justa y Z la 8. Sea h, el
temperamento de cada quinta (i=1, 2, 3... 7, para las quintas Sol-Re, Re-La, La-
Mi, Sol-Do, Do-Fa, Fa-Si» y Sib-Mib ). Asf, la magnitud de una quinta en este
temperamento serd X-h,. o

Obtenemos cada nota a partir del Sol, subiendo o bajando quintas, terceras
u octavas. Cuando el intervalo es ascendente sumamos su valor, cuando es
descendente lo restamos, por lo que las notas inferiores al SOL tendran valor
negativo. Se han agrupado ya los valores de las h, en los resultados.

¢ Al final del artfculo se incluye una nota sobre la medida de los intervalos en cents.

(51
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[1] SOL: 0 (Punto de partida)
[2] RE: X-h-Z

[3] SLY

[4] FA#: X-h-Z+Y

[5] LA: 2X-h-h,-Z

[6) DO# 2X-h-h-Z+Y

[71  ME3X-h-h-h-2Z

i8] SOL#: 3X-h,-h,-h,-2Z+Y -
[9] DO: -X+h, ‘
[10] FA:-2X+h,+h+Z

[11] = SIb:-3X+h +h+h+2Z
[12] Mib: -4X+h+h+h+h,+3Z

Serfa mds cémodo terier las distancias desde el DO, en lugar de desde el

SOL. Si queremos las distancias desde el Do, a estos valores tenemos que su-
marles la distancia del Do al Sol:'X-h4. Sumando, pues, esta cantidad a las ex-
presiones [1] a [12] Obtendremos los siguientes resultados:

[13] DO:0

[14] DO#: 3X-h,-h,-h-Z+Y

[15] RE:2X-h-h-Z

[16]. Mib: 3Z-3X +hg+h +h,

[17] MIL: 4X-h;-h-h-h 27

[18] FA: Z-X'+hy

{19] FA# 2X-hhZ+Y

[20] SOL: X-h,

[21] SOL#: 4X-h;-h,-h-h -2Z+Y
[22] LA:3X-hi-hyqh-Z

6]

[23]  SIb; 2Z-2X +hgth,
[24] S X-h+Y

Estos son los intervalos expresados en cents. Los valores de los intervalos
justos (redondeados para X e Y) son los siguientes:

[25] X=702
[26] Y=386,30
27] Z=1200

Pero no sabemos la magnitud exacta del temperamento de las quintas,
puesto que Nassarre s6lo dice “abaxarlas un poco”, sin especificar la magni-
tud de esta reduccién. Ante esto caben varias posibilidades que expondremos
a continuacion.

Quintas temperadas por igual. Quinta MI-51 soportable

Supongamos que todas las quintas temperadas directamente son iguales,
pero la quinta MI-81, que resulta de afinar el MI desde el SOL por quintas
(SOL-RE-LA-MI) ¥ el SI como tercera justa del SOL, no tendrd necesariamen-
te que ser igual a las que temperamos directamente.

[28] h: magnitud con la que se temperan las quintas SOL-RE, RE-LA, LA-
MI, SOL-DO, DO-FA, FA-SIb, SIb-MIb (h=h =h =h;=h=h=h=h)

[29] b, o magnitud con resultard temperada la quinta MI-SI

Vamos a ver qué soluciones hay, para lo que en primer lugar debemos es:

tablecer qué limites debe tener este temperamento para que sea “soportable”

Dicho de otra forina, qué valor maximo o minimo podrda tener la desviacior
de las quintas justas.

" Antes, formularemos la magnitud de la quinta MI-SI, que no se obtiene di
rectamente, puesto que el MI se obtiene como 3* quinta consecutiva del SOI
(bajando después dos octavas), y el SI como su tercera justa, La distancia en
tre ambos se obtiene restando las expresiones [24] y [17], agrupando y sim
plificando las h;:

MI-SL: 2Z+Y-3X+3h  [30]
Sustituyendo el valor de las constantes, dado en [25], [26] y [27]:

MI-SL 680,3+3h {31]

(7]
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La diferencia de esta quinta con una quinta justa serd el resultado de res-
tar esta cantidad al valor de la quinta justa, X=702, con lo que obtenemos que
la quinta MI-SI estard temperada en el valor siguiente:

Temperamento de MI-SI:  h,;, ,=121,7-3h [32]

Ahora, consideremos que el valor méximo que puede tomar el tempera-
mento de una quinta para que esta sea soportable al oido es de 1/3 de coma
sinténica (como en el temperamento mesoténico de terceras menores), es de-
cir, aproximadamente 7 cents. Aunque se trata de una apreciacién subjetiva,
la tomaremos como hipétesis de traba]o Kirnberger y Neidhart dan en algu-
nos temperamentos hasta 1/2 de coma, es decir, 11 cents. Pero tomaremos co-
mo limite 8 cents, que es el temperamento de las quintas en un temperamen-
to de Marpurg (1/3 de coma Pitagérica).

Tanto la quinta MI-SI como las otras temperadas directamente no deben
exceder esta cantidad. Mateméticamente, este postulado se traduce en las dos
inecuaciones siguientes:

h<8 - [33]
h, <8, es decir, 21,7-3h<8 [34]

MI-S]

La inecuacién [34] se puede expresar de forma que h, variable que indica

el valor del temperamento de las qumtas temperadas d1rectamente, quede

despejada:
4,57<h - [35]
Combinando [33] y [35], obtenémos:

4,75<h<8 [36]

El valor del temperamento de las quintas debe estar entre 4,75 y 8 cents,
que corresponden aproximadamente a 1/3 y 1/5 de coma respectivamente. Si
temperamos las quintas con un valor “mejor” que ese 1/5 de coma, tendremos
una quinta MI-5I més desafinada,
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Temperamento mesotdénico clisico

Nétese que, cormno hemos dicho mas arriba, el temperamento mesotdnico
cl4sico de 1/4 de coma entraria dentro de dicho margen. Efectivamente, si
temperdramos todas las quintas 1/4 de coma sinténica, obtendriamos dicho
temperamento (matemétlcamente, significa que hacemos h=>5,375). Para obte-
nerlo desde el punto de vista préctico debemos comprobar que la quinta MI-
SI ha quedado igual de temperada que las que se han temperado directa-
mente, y si no corregir las anteriores hasta conseguirlo. Asi aseguramos la
coma sinténica dividida entre esas cuatro quintas. También las quintas res-
tantes deberdn temperarse 1/4 de coma. Obtendremos ademds las terceras jus-
tas FA-LA, SI5-RE y MIb-SOL.

Posibilidad de disponer de RE# y LAb

Nassarre no parece buscar expresamente este temperamento: a) No dice
para nada que se compruebe la-quinta MI-SI5) las notas FA, Sir y Mib las
habria obtenido como terceras justas de LA, RE y SOL directamente si hubie-
ra queridoque asf fuera. Aprovechando esto, queremos determinar si dentro
de los méargenes del temperamento descrito por Nassarre entraria la posibili-
dad de que el MIb 'y el SOL# nos sirvan como RE# y LA} respectivamente. Se-
guimos suponiendo la misma magnitud para el temperamento de las quintas
(las que se temperan directamente, claro esté).

Veamos las distancias SERE#MIb) v LAb(SOL#)-DO, que se obtienen res-
tando el valor de:las notas extrernas dadas por las expresiones correspon-
dientes, respectivamente [16] menos [24] y [13] menos [21], adem4s de sumar
Z (pues hemos de subir una octava la nota del extremo):

SI-RE#(MIb): (3Z-3X +3h)-(X-h+Y-Z)=3Z-4X-Y+4h=405,7+4h [37]
LAbB(SOL#)-DO: Z-(4X-4h -2Z+Y)=4Z-4X-Y+4h=4057+4h [38]

Puesto que h débe tener un valor entre 4,57 y 8, segtin la expresion [36], las
terceras anteriores tendrén una magnitud entre 423,98 y 437,70. Es decir, que
la desviacién de la tercera justa (cuyo valor es 386,30 Cents) serd de 42,68 a
51,40. Esto es demasiada desviacién para una tercera mayor. Es mas del doble
de lo que se desvia una tercera pitagérica (407.8 Cents, 22 cents méas que pu-
ra), que es lo méximo que se suelen desviar algunas terceras en temperamen-
tos 1rregu1ares como los de Werckmelster o Vallotti).
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Haremos el camino a la inversa, Queremos que las terceras en cuestién no
sean mayores que una tercera pitagérica. 5i a las ecuaciones [37]y {38], de idén-
tico resultado, restamos el valor de la tercera justa (386,30 cents), obtenemos la

wm&mmmm&mg_mmmm

19 4+4h [39]

Para que el valor de las terceras en cuestién no sea mayor que el de una ter-
cera pitagérica (méximo valor soportable), la expresion anterior [39] debe ser
menor que 22 cents, es decir

194+4h<22  [40]
Despejando
h<0,65 {41]

Pero con ese valor de h (sustituyéndolo en la ecuacién [32]) obtendriamos
una serie de resultados contradictorios con nuestro punto de partida:

a) La quinta MI-SI serd 19,75 cents menor que pura: casi una coma,
lo que juzgamos excesivo (recordemos la expresién [35]).

b) La quinta “del lobo” no serfa tal, quedaria casi pura, solo au-
mentada de 2,25 Cents (aproximadamente un schisma, que es la diferencia en-
tre las comas sinténica y pitagérica).

Quinta SOL#-MIb: [-4X+h,+h +h +h,+3Z]- [3X-h-h,-h -2Z+Y]=

=5Z-7X-Y+7h= 704,25 [42]

¢) Prdcticamente, un temperamento de las quintas de 0,65 no es

perceptible: pensemos que en el temperamento igual las quintas se desvian
aproximadamente 2 cents. El resultado es similar al de hacer las quintas jus-
tas, pareciéndose este temperamento a una afinacién pitagérica con la quinta
del lobo entre MI y SL.7

Esta seria la descripcién grafica del temperamento supuesto:

7 Se parecerfa mucho a un tipo de afinacion pitagérica con la quinta del lobo desplazada para ob-
tener algunas terceras 8las que atraviesan drcha quinta) pricticamente puras, y que pudo haber sido
utilizada ya a principios del siglo XV (Golddraz Gafnza, ].J. Afinacidn y temperamento en I milsica occi-
dental. p.122.
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................ Terceras casi pitagbricas

Terceras puras
mrmemmme—e——— Quintas-casi puras

------ YAgfe-=--- Quinta desafinada casi una coma

Es decir, que si temperamos todas las quintas por igual, no tendremos la
posibilidad de doble uso MIb /RE# y SOL#/LAb, a no ser que temperemos
sélo ligeramente las quintas y a costa de una quinta MI-SI muy desafinada, lo
que tampoco se ajusta al espiritu ni a la letra de la descripci6n de Nassarre.

Temperamento irregular de las quintas

Con la esperanza de mejorar algo la quinta MI-SI, buscaremos una solucién
que consista en temnperar de forma diferente las quintas que se afinan por enci-
ma del Sol y las que se afinan por debajo de éste. Hay que objetar de entrada
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que Nassarre no especifica que unas quintas sean més temperadas que otras, es
mas, de su descripcidn parece desprenderse que todas ellas se temperan por igual.

Para las tres quintas SOL-RE-LA-MI podemos aplicar el razonamiento ex-
puesto con anterioridad de que su temperamento debe estar entre 1/5y1/3de
coma para evitar que la quinta MI-5I suene demasiado desafinada. Pero su-
pondremos ahora que las quintas SOL-DO-FA-SIb -MI5 se temperan de modo
diferente. ' '

Es decir, seguiremos teniendo h,=h,=h, (valor que llamaremos h) con valor
entre 4,57 y 8. Pero ensayaremos valores diferentes para h, hy, h,y h,. :

Volvamos a expresar el valor de las terceras SI-RE#(MIb) y LA (SOL#)-
DO, restando el valor de las notas extremas dadas por las expresiones [16]
menos [24] y [13] menos [21], ademds de sumar Z pues hemos de subir una
octava la nota del extremo, ahora con los valores h, no degenerados, y susti-
tuyendo h,, h,, y h;por h:

SI-RE#(MIb): (3Z-3X +hg+h+h.)- (X-h+Y)=3Z-4X-Y+hg+h +h-h =
= 406+h+h+h-h,  [43] ‘ _ .
LAB(SOL#)-DO: Z-(4X-h,-h,-h,-h -2Z+Y)=3Z-4X-Y-3h-h,=406-3h-h, [44]
Queremos que estas terceras no excedan el valor de una tercera pitagérica
(407,8 cents). En tal caso, tendremos las siguientes inecuaciones: '

406+h +h,+h -h,<407,8 [45]
406-3h-h,<407,8 [46]

Despejando en la segunda, tenemos que
h,>3h-1,8 [47]

Recordemos que h debe ser mayor que 4,57 (hemos supuesto para las cua-
tro primeras quintas el mismo resultado reflejado en la expresién [36]), lo que
combinado con la inecuacién anterior nos da el siguiente resultado®

h,>11,91 [48]

Es decir, que para que la tercera LAb -DO sea menor que pitagérica, la quin-
ta DO-SOL debe desviarse mds de 11,91 cents de justa (aproximadamente 1/2
de coma), lo que es realmente un valor demasiado forzado para esta quinta.

8 Habria que despejar h en {47], (h,+1,8)/35h, que combinado con h>4,57 nos da (h‘+1,8)/3$4,57.
Después despejamos otra vez h, y obtenemos [48].
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Recordemos ademds que no hemos modificado el semitono SOL-LAb (6
SOL-SOL#) respecto de la situacién anterior (quintas iguales). Comencemos
con su expresion matemética, obtenida de restar las expresiones [21] y [20]:

SOL-LAb (SOL#): (4X-h,-h,-h,-h-2Z+Y)-(X-h )=3X-2Z+Y-3h=92,3-3h [49]

Recordemos el resultado obtenido en la inecuacion [36]: 4,57<h<8. Combi-
nando esto con lo anterior obtenemos que el intervalo SOL-LA} (SOL#) osci:
farfa entre 41,13 y:68,3. Incluso el mayor de estos valores (que corresponde a
caso extremo de emplear el valor maximo de 8 para el temperamento de las
quintas) seria demasiado pequefio para un semitono. En efecto, hasta el pe
quefio semitono cromético (“incantable”) del temperamento mesetdnico et
mayor: 76,20 cents. Quizds apurando al méximo el temperamento de las quin
tas sea soportable en ciertas figuraciones, aunque siempre tendrd un caracte;
agrio, que sélo tendrfa sentido con una intencién expresiva o dramatica
Quizds por esto no especifica Nassarre que se afine justa la Tercera DO-MI, pa
ra poder hacer mds pequefias (hasta 1/3 de coma) las quintas SOL-RE-LA-M]
Observemos que apurando el temperamento de estas quintas tendremos uni
mejor quinta MI-81. En el caso de que estas tengan 7,3 cents menos que justa
(aproximadamente 1/3 de coma), MI-SI seria una quinta justa.

Volvamos a la inecuacién [45]. Despejando, tenemos que:

heho+h h<l8 [50]

Vamos a suponer igual el temperamento de las quintas DO-FA-SIb -MIb
Ie lamaremos hj.;Es decir, h5=h6='h,=h].. Sustituyendo y despejando, la inecua
cién [50] se convierte en:

hi<(h +1,8)/3 51

Asi, vemos que el temperamento de estas quintas debe ser aproximadse
mente menor qué la tercera parte del temperamento de la quinta DO-SOL, p:
ra que la tercera SI-RE#(MI} ) no fuera mayor que una tercera pitagorica.

Solucién para RE#y LAb:

Si probamos con una quinta DO-SOL temperada de forma similar a le
quintas SOL-RE-LA-M], digamos unos 5 cents, tendriamos que deberiamc
temperar las quintas DO-FA-SIb -MIb menos que 2,3 cents (segtin [SI]). Es di
cir, se quedarian muy cercanas a puras (aproximadamente un “Schisma”,
cents). Asi la tercera SI-RE# seria soportable. Sin embargo, es de suponer qu

rai
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Nassarre habria advertido el hecho de querer esas tiltimas quintas sensible-
mente menos temperadas. Y es de sefialar que en las pocas obras conocidas
de Nassarre no aparece el RE#, y sfel LA .

Otra manera de plantear el problema: Suponemos que se temperan de for-
ma diferente las quintas por encima de SOL y las quintas por debajo de SOL.
Sean p y t las magnitudes de la desviacién de las quintas por encima y por de-
bajo de SOL respectivamente. Sea h la magnitud en la que la “quinta del lo-
bo” se aparta de la quinta justa. Expresaremos la “tercera” LAb-DO como su-
ma de quintas:

SOL#-DO: (X-t)-Z+(X-t)+(X-t)-Z+(X-h)=4X-2Z-3t-h  [52]
Sustituyendo los valores de X y Z en la ecuaci6n anterior:
SOL#-DO=408-3t-h [53]

Para que la tercera encajara en lo que nuestro oido puede admitir, digamos
que esta tercera debe estar entre Justa (386 cents) y Pitagérica (407,8 cents).

386<408-3t-h<408 [54]
Restando 386 a cada miembro
0<22-3t-h<22 [55]
Sumando 3t a cada miembro:
3t<22-h<22+3t [56]
Restando 22 a cada miembro:
3t-22<-h<3t [57]
multiplicando por -1
22-3t>h>-3t [58]

Si esta tercera fuera justa igualarfamos su magnitud, dada por la expresion
[53], a 386: | :

408-3t-h=386 [59]
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Despejando:
t=73-h/3 (6]

i la tercera fuera pitagérica, haciendo un calculo similar obtendriamos:

t=-h/3 [611

Como t no puede tener un valor negativo (eso significarfa quintas mas
grandes que puras, lo que contradice las instrucciones de Nassarre), h debe

ser negativo. Es decir, la quinta del lobo deberia ser mayor que justa.

Para Qer que le ocurre al LAb vamos a calcular la quinta del lobo (de acuer:
do a la realizacién de este temperamento) como suma de quintas y una tercera

’l B 1) 3 U b — . LT 4_[]]
E?F{s ‘_._r L2 = e {2 = : iy bw' vy y—
Quinta del lobo:
SOL#-Mlb= -Y;-l-.Z-(X-p)-(X—p)-I-Z-(X-p)-(X-t)+Z.-(X-t)-(X~t)+_Z-(X—t)+Z=‘

=700+3p+4t ' [62]

La desviacién 'de ésta respecto de una quinta justa, que hemos llamado b
seré el resultado:de restar la magnitud anterior a la de la quinta justa (70.
cents), y obtendremos el siguiente valor; :

h=2+3p+at  [63]

Naturalmente, la quinta del lobo acumula la desafinacién del resto de la
quintas. Segin esto, su desviacién nunca podra tomar un valor menor de
cents (t'y p son siempre nuimeros positivos).

" Queda descartado, por contradiccién con [61], que podamos consegu
una tercera SOL#-DO pitagorica.

SOL#-DOJusta:  t=73h/3  [53]
SOL#.DO Pitagérica: t=h/3 (54]

Sustituyendo el valor hallado para h:

ti=7,'3-(2+3p +4t)/3 [66]
tP=-(2+3p+4t)'/ 3 [67]
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Despejando,

t=28-04p  [68]
t=0304p [69]

Nunca se podrd cumplir Ia segunda de estas ecuaciones [69], puesto que
ambos t y p deben ser ntimeros positivos (de lo contrario habria quintas mas
grandes que puras, lo que contradice las instrucciones de Nassarre). En cuan-
to a la primera [68], para que t sea mayor que cero, p<7. Ademds, no deberd
bajar por debajo de 4,57%, en cuyo caso t=0,8. Es decir, las cuatro quintas por
debajo de Sol deberian estar entre 0 y 0,8 cents. Nuevamente encontramos un
resultado inaceptable: Un temperamento de 0,8 cents equivale précticamente
a dejar las quintas justas, ademés insistimos en que Nassarre no dice nada de
temperar estas quintas de forma desigual.

Conclusiones:

Pablo Nassarre, en su Escuela Musica, describe una manera de temperar los
instrumentos de tecla. Considerando los limites en los: que, segiin sus ins-
trucciones, se moveria dicho temperamento, hemos estudiado de forma ma-
temética las posibilidades que ofrece, especialmente si se puede obtener una
solucién para el doble uso de las teclas RE#MIb Y SOL#-LAb.

Tras este estudio, apreciamos que

a) Si temperamos las quintas SOL-RE, RE-LA, LA-MI, SOL-DO, DO-FA,
FA-Sib y SIb-MIb por igual, la magnitud de este temperamento se debe situar
entre 1/3 y 1/5 de coma, de lo contrario obtendriamos una quinta MI-SI muy
desafinada (mds de 1/3 de coma).

b) Una solucién trivial serfa el temperamento mesotdnico cldsico de terce-
ras mayores puras y quintas temperadas 1/4 de coma, Sin embargo, aunque
dicho temperamento entrarfa dentro de los limites que marcan las instruccio-
nes de Nassarre, no parece ser el que el fraile aragonés tenfa en mente, pues
él sélo afina cuatro terceras puras. '

¢} Si quisiéramos (siempre con quintas temperadas por igual) que las ter-
ceras LAb-DO y SI-RE# fueran titiles (que no excedieran de una tercera pi-
tag6rica) matematicamente habria que temperar las quintas s6lo impercepti-
blemente (0,65 Cents), lo que en la prictica equivale a dejarlas puras. Se

obtendria una quinta MI-SI muy desafinada. El resultado es practicamente

s Recordem;)s que en virtud de la expresién (35), p debe ser mayor que 4,57 si V i
ta MI-S] soportable. ' F YEr eSS duemmar R I
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una afinacién pitagérica con la quinta del lobo trasladada a MI-SI, afinaci6n
que podria haber sido empleada en el siglo XV, y que no parece ser la que
Nassarre haya querido describir.

d) Intentando temperar de forma diferente las quintas por encima del
SOL y las quintas por debajo del SOL, se obtiene alguna posibilidad de te:
ner las notas buscadas. Concretamente, podemos obtener una tercera LAb-
DO al menos no més grande que pitagérica a costa de temperar media co:
ma la quinta DO-SOL. En cualquier caso, Nassarre no parece dal
instrucciones para temperar de forma desigual las quintas, y dice “abaxal
un poquito, de modo queno fea notable”, 1o que no concordaria con tal de
safinacién para esa quinta.

e) Se podria obtener una tercera SI-RE# soportable temperando la quint;
SOL-DO unos 5.cents, y las quintas DO-FA-SIb-MIb aproximadamente
cents (un “Schisma”). Sin embargo, s de suponer que Nassarre habria ad
vertido el hecho de querer esas tltimas quintas sensiblemente menos tem
peradas. Y es de sefialar que en las pocas obras conocidas de Nassarre nv
aparece el RE#, y sfel Lab.

Como conclusién final obtenemos que inttilmente hemos buscado la pc
sibilidad de que el temperamento de Nassarre permita la enharmonia para la
notas RE#/MIb y SOL#/LAb . Esto corrobora de forma matematica lo qu

seguramente habrén experimentado de forma préctica los clavecinistas qu
hayan intentado afinar sus instrumentos siguiendo las instrucciones de Nat
sarre; El temperamento de Nassarre quedarfa en los limites de un temper:
mento mesoténito clasico, aunque sin Ia preocupacién por tener el maxim
de terceras puras. -

Apéndice: Medida de los intervalos en “Cents”

Los intervalos musicales (es decir, la diferencia de entonacién entre dos rv
tas) se pueden expresar por quebrados que indican el cociente entre las fr
cuencias de ambas notas. Asi, el oido del miisico sabe reconocer la distanc
entre dos notas.cuyas frecuencias tienen una relacién 2:1 como una octava.
1a relacién de frecuencias es 3:2 la reconoce el oido como una quinta, etc. Al
si tenemos dos fotas, el intervalo entre ambas lo podemos expresar por 1
quebrado formado por el cociente entre las frecuencias simplificado. Recipr
camente, multiplicando la frecuencia de la primera nota por el quebrado ¢
rrespondiente, obtenemos la frecuencia de la segunda, st el intervalo es ¢
cendente. (Si es descendente deberemos dividir por dicho quebrado).
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Para obtener el quebrado correspondiente a la suma de dos intervalos,
multiplicaremos los quebrados correspondientes si los intervalos son ascen-
dentes, o dividiremos si son descendentes.
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Hay una manera mas sencﬂla de realizar estos cdlculos, y es medir los inter-
_ valos en cents. El valor de un intervalo en cents se defme del modo siguiente:

Valor del intervalo expresado por el quebrado p + 1200xlog(p) /log(2)

Este valor es definido artificialmente de este modo porque asf la octava

tendrd un valor de 1200 cents, y el semitono del temperamento igual valdrd '

100 cents. Obtenemos asi nimeros cémodos y faciles de interpretar.

Pero ademds hay otra ventaja. Debido a que el logaritmo de un producto
es igual a la suma de logaritmos (log(A #B)=logA-+logB), se puede demostrar
que la suma de dos intervalos se expresa por la suma o diferencia, seglin sea
ascendente o descendente, de los cents que vale cada uno de los intervalos.
Esto facilita los célculos, al ser mucho més cémodo trabajar con sumas que
con productos.
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